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СТАТИЧЕСКИЕ ЗАДАЧИ НЕЛИНЕЙНОЙ 
ТЕОРИИ УПРУГОСТИ ДЛЯ ИЗОТРОПНЫХ 
ТЕЛ С ДЕФЕКТАМИ 
· А.~. Гусенкова (Казань) 
·· .. .:. . 
Метод комплексных потенциалов с логарифмической особен­
ностью в ядре, представленной интегралом типа Коши с пере­
менным пределом , был рассмотреи ранее при решении двумер­
ных статических задач линейной теории упругости для тел с де­
фектами в [1] , [2] . В настоящей работе аналогично исследова­
ны некоторые двумерные статические задачи нелинейной теории 
упругости для тел с дефектами , рассмотренные в [3] , [4] . 
1. Постановка задачи. Пусть гладкий контур L ограничи­
вает односвязную область D, заполненную упругим телом . Тогда 
в случае обобщенной антиплоской деформации при отсутствии 
объемных сил имеем [3] 
уравнения равновесия 
д [ - дФ 2 дФ ] д [ - дФ " дФ ) д( Щ( , ()(дlс +л дllc ) + д( Щ(,()(дlс +>.-дllc) =О , 
д дФ 2 -4 - -.--- дФ -1 дФ д([4Лдlс +2>.(2.Л +2.Л Щ(,()Щ<, , ())дllс +4>. дlllc J-
д [ 2 - дФ 
- д( 2>.П ((, () дIIc] =О ; (1) 
сидовъtе (статические) грани'Чныс усдовия 
дФ 2 -4 - ---- дФ -1 дФ 2>.дlс +.Л(2.Л +2>. +Щt,t )П(t , t))дllc +2>. дlllc -
2( -) дФ -i2-r0 ( о) . о) -.ЛП t , t дllc е = 1711 0 11 0 s +iu"o 1o(s , 
дФ 2 дФ ---- . о - . о 0 . (дlс + >. дllc )(Щt , t)e'-Y + П(t , t)e-• -r ) = 0' 11 ~(s ), (2) 
t Е L, s0 Е (О,/); 
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деформационное грани-чное условие 
- дw - о о гдеЩ(,() = 2-=((,()-ра.зрешающая функция,(= x 1+ix2 , z = д( 
х 1 + ix 2 - комплексные координаты, переменной ( на границе 
области соответствует переменная t, х 1 = Лх?, х 2 = Лхg, хз = 
л- 2хg+w(Лх?, Лхg), х1 их?, i = 1,3- пространственные и матери­
альные координаты точки, w(-, ·) - прогиб, Л - кратность удлине­
ния в направлении осей х 1 , х 2 , Ф = Ф(Iс, IIc, IIIc) - плотность 
энергии деформации (упругий потенциал), I с, IIc, I IIc - ин­
варианты тензора деформации Коши-Эйлера С, и vovo ( ·), и 11 oio( ·), 
и vo ( ·) - компоненты тензора истинных напряжений Коши ( тензо-
з 
ра напряжений) Е, 1° - угол между осью х? и внешней норма.лью 
11° к контуру L, контур L задан параметрическим уравнением 
t = t(s0 ) = x?(s0 ) + ixg(s0 ), t Е L, s0 Е [О , /), 
где параметр s0 есть длина дуги контура, отсчитываемая от не­
которой Нdчальной точки t 0 = t(O). В подынтегральных выра­
жениях вместо функции t(s0 ) используется функция r(u0 ), если 
равенство интегрируется по переменной s0 от точки t0 = t(O) до 
ТuЧКИ t = t(s0). 
При обобщенной антиплоской деформации в случае несжима­
емого материала дФ/дIIIс = р/2, краевые задачи для разреша­
ющей функции П(-, ·) однозначно разрешимы и сводятся к двум 
подзадачам для вещественной функции р и аналитической функ­
ции ·ф( ·) переменной (, по которым определяются комплексные 
компоненты тензора напряжений Е. 
В случае обобщенной плоской деформации при отсутствии 
объемных сил имеем [З] 
уравнения равновесия 
д{F- 1 · JE} 1 (. -() + д{F- 1 · JE}2 (( -()=О· д( ~. д( . • (4) 
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силовое (стаmи'Ческое) грани"tное условие 
{F- 1 · JE}1(t , t) + {F - 1 · JE}2(t , t)e-i 2-Y 0 = 
= 2e-i2-Y
0 [u"a(s0 ) + iu"a(s0 )], t Е L, s0 Е[О,1]; (5) 
1 2 
деформационн.ое грани-чное условие 
дz - В: e-i2-yo = -ie-i-yo dz(so) t Е L, so Е [О, 1] (6) 
дt дt dsD ' 
или геометри-ческое 
z = z(s0 ), t Е L, s0 Е[О,1], (7) 
где F - градиент движения, J - кратность изменения объема, 
{F- 1 · JE} - номинальный тензор напряжений, х 1 = х 1 (х~, xg), 
Х2 = Х2(Х~, xg), Х3 = Лхg, А - КраТНОСТЬ удЛИНеНИЯ В напра­
ВЛеНИИ оси Хз , z = ( + U1 + iu2, Хз = xg + U3, и; , i = п -
компоненты вектора перемещений, и"а(-), i = 1, 2 - компоненты 
тензора напряжений Е . ' 
При обобщенной плоской деформации искомые физические 
величины - напряжения и перемещения - могут быть найдены 
из уравнений равновесия (4) и одного из граничных условий (5), 
(6) и (7) . 
2. Обобщенная антиплоская деформация. Рассмотрим 
однородную изотропную упругую плоскость с дефектом вдоль 
гладкой разомкнутой дуги аЬ. 
Можно показать, что при обобщенной антиплоской деформа­
ции в случае несжимаемого материала t// ( () = kpQ( (, (), где 
kp = 1 для неогуковского материа.па (Ф = µ(Ic - 3)/2) , 
k,в = 2/µdФ/dlc для обобщенного неогуковского материала 
(Ф = Ф(Iс)) , kp = 8Ф/8Iс + Л 2 дФ/дIIс, если Ф = Ф(Ic,Ilc ) . 
Граничные условия для определения аналитической функции 
1/;(-) переменной ( могут быть получены интегрированием вто­
рого из условий (2) и условия (3) 




Re ф±(t) = j {З±(т)dт +В, t Е аЬ, (9) 
at 
где 
,о j а±(т)dт = kia j u;g(u0 )du0 , t Е аЬ, s0 Е [O,l], А= Imф±(a) , 
at О 
k0 = µ для неогуковского и обобщенного неогуковского матери­
алов , ka = 2, если Ф = Ф(Iс, Ilc ), 
J /З±(т)dт = k/:1x~(s0 ), t Е аЬ,; s0 Е [О,/], В= Reф±(a)-kJ:Jx~(O) . 
at 
Здесь предполагается, что ф+(а) = 1/!-(а). 
Легко получить следующее утверждение. 
Лемма 1. Если предельнь~е значения аналити-ческоil в раз­
резанноit по дуге аЬ плоскости ( функv,ии Ф(-) удовлетворяют 
условиям (8), (9) , то 
где 1(т) = fЗ+(т) - (3-(т) + i(а+(т) - а-(т)), т Е аЬ, С - произ­
вольная комплексна.я постоян'На.я при условии огра'Ни-ченности 
напряжениil на бесконе-чности. 
Аналитическую в области с разрезом функцию ф(-), предель­
ные значения которой удовлетворяют на дефекте аЬ условиям 
вида (8), (9), назовем комплексным потенv,иалом для однород­
ного изотропного упругого тела с дефектом вдоль гладкой разо­
мкнутой дуги аЬ в случае обобщенной антиплоской деформации. 
Можно показать, что при Ф = Ф(Iс, I Ic) вещественная функ­
ция р определяется равенством 
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где Со - некоторая вещественная постоянная . 
Рассмотрим граничные задачи для плоскости ( с дефектом 
вдоль гладкой разомкнутой дуги аЬ. В случае первой и второй 
краевых задач для определения аналитической функции?/>( · ) на 
дефекте заданы условия вида (8) и (9). В граничных задачах 
вещественная функция р может быть найдена после определения 
функции"!/>(-). 
Теорема 1. Первая и втора.я основнън: гpaitttчнъie задачи 
для упругоtl. однородноil изотропноil плоскости с дефектом вдоль 
дуги аЬ эквивалентны интегралъны.м уравнения.«. 
~ j[(,В+(т)-/3-(т)) Rej ~ -(о+(т)-а-(т)) Iшj ~]dт = 
211" ~ - t ~ - t 
аЬ тЬ тЬ 
= - jса+(т) + о-(т))dт - 2А- i2ImC, t Е аЬ , 
at 
где fЗ+ ( ·) - /3- ( ·) - искома.я функция 
{первая гранична.я задача) , 
и 
= juз+(т)+/3-(т))dт+2В-2RеС, tEab, 
at 
где а+(-) - о-(·) - искома.я функция 
{вторал гранична.я задача) . 
Рассмотрим грапичные задачи для плоскости с отверстием, 
ограниченным гладким контуром L, и с дефектом вдоль гладкой 
разомкнутой дуги аЬ . В краевых задачах для определения ана­
литической функции ф( ·) на границе области заданы граничные 
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условия вида (8) и (9): функции а~ьО и /3;ь0 определяют на­
пряжения и перемещения на дефекте аЬ, функции az(-) и /Зf (-) 
- на контуре L. 
Пусть ФоО - потенциал для плоскости с дефектом аЬ, ФО -
потенциал для плоскости с отверстием, ограниченным контуром 
L, и с дефектом аЬ. Тогда функция ?fi10 = ф(-) - ?fioO является 
аналитической на плоскости с отверстием . 
Потенциал Фо(·) для плоскости с дефектом имеет вид 
где /о(т) = f3ci(т) - /30 (т) + i(aci(т) - а0 (т)), т Е аЬ, Со - неко-
торая комплексная постоянная. 
В случае потенциала для плоскости с отверстием дефекту аЬ 
соответствует контур L, и, если принять произвольную точку а 1 
за начало и, одновременно, конец контура L, то дуга тЬ соответ­
ствует дуге та 1 . Поэтому 
Ф1(()= 2~i/11(т) j {~(dт+С1, 
L ra 1 
где /1 ( т) = f3i( т)-/31 ( т)+i(а{( т)-а1 ( т)) , т Е L, С1 - некоторая 
комплексная постоянная . 
Для решения граничных задач необходимо найти функции 
aci(-) - а0 (-), /360 - /30 О на дефекте аЬ и функции aiO -
а1(-), f3i0 - /310 на контуре L, которые определяют потенци­
алы 1/lo( ·) и 1/11 ( ·). 
Теорема 2. Первая. и вторая основнь1е грани-чные зада-чи 
в слу-чае обобщенноil антиnлоскоil деформации для ynpyгo1'l од­
иородноil изотропноil плоскости с отверстие.ч, огра-ни-ченным 
гладким контуром L, и с дефектом вдоль гладкоfl. разом-кнутоil 
дуги аЬ эквибалентны и11тегральным уравнениям 
-2
1 j[(aci(т)-a0 (т))Imj ~d{ -(f3ci(т)-/30 (т))Rej _!!f_]dт+ ~ ~-t {-t 
аЬ rb rb 
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+-2
1 /[(at(т)-a1(т))Im j _:!:ft_-(!Зt(т)-f31(т))Re j-5!L]dт 7Г (-t (-t 
L та 1 та1 
-i2 Im(Co + С'1) = 
= {/(а~6 (т) + а;;ь(т))dт+ 2Ааь, t Е аЬ; 
at 
j (а!(т) + а[,(т))dт + 2AL, t Е L}, 
j (аl(т) - а0 (т))dт + j (аi(т) - а1(т))dт = 
at а 1 t 
= {/(а~6 ( т ) - а;;6 (т))dт, t Е аЬ; j (а!(т) - аf:(т))dт, t Е L} 
at a 1 t 
{первая грани'Чна.я зада'Ча), 
и 11 Jd( Jd( 
- [(f36(т)-/10 (т))Im -. -+(аl(т)-а0 (т))Rе -]dт+ 7Г ~-t (-t 
аЬ тЬ тЬ 
+~/[(!Зi(т)-/31(т))Iш j (~t+(at(т)-a1(т))Re j (~t]dт 
L та 1 та1 
+2 Re(Co + С1) = 
= {j(f3°dь(т)+f3;;6 (т))dт+2Ваь, t ЕаЬ ; 
a t 
! изt ( т) - fЗо ( т) )dт + ! (fЗt ( т) - /31 ( т) )dт = 
at a 1 t 
= {/ (fЗdь(т) - fЗ;;ь(т))dт, t Е аЬ ; ! ({Зi(т) - fЗ[;(т))dт, t Е L} 
at a 1 t 
(втора.я грани'Чна.я зада'Ча). 
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З. Обобщенная плоская деформация. В случае ма.ло­
сжимаемого материала можно принять линейную зависимость 
упругого потенциала Ф от Л -· кратности изменения площади 
элемента плоскости хз = const [3] 
Ф = 2µ{С(Лз)Л+Ф{Л?,Лз)}, 
где А? - тензор кратностей удлинений, Л3 - кратность удлинения 
в направлении оси xg, С(-), Ф(" ·) - некоторые функции . Можно 
показать , что в этом случае полученные в [3] граничные усло­
вия для произвольных аналитических функций !( ·) и g(-) после 
интегрирования принимают вид 
деформационное граничное условие 
2( J ЩJ(()fIO, Лз)f{()d( + g(t)) = z(s0 ) + С1 , t Е L, s0 Е [О,/]; f(t) 
статическое граничное условие 
J f2(т)dт + 2C(Л)JЩf(()fIO, Лз)f(()d( + {t)) = f(t) g 
,о 
= 2i j[иvо(и0 ) + iu"o(u0 )]du0 + С'2, t Е L, s0 Е [О,/], µ 1 3 
о 
где функции в правых частях равенств заданы и определяют со­
ответственно перемещения и напряжения на контуре L, П(" ·) -
решение алгебраического уравнения 
дФ дz -дА? (21д(1 . Лз) = f( ()f( (), 
С'1 = 2z(t(O)) - zo(O) , С2 = h(t(O)) + 2C(Л)z(t(O)) - некоторые 
комплексные постоянные, 
z = J !J(f(()fIO, Лз)/(()d( + (() 
!{() g ' 
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h'(() = /2(() . Связь между граничными значениями напряжений 
и смещений принимает вид 
,о 
h(t) + C(Л)(z(s0 ) +С\)= 2i j[uvo(u0 ) + iuvo(u0 )]du0 + С2 , µ 1 ~ 
о 
t Е L. s0 Е [O,l] . 
В случае простейшего вида малосжимаемого материала, - по­
лулинейного материала Джона, - имеем [З] 
= ~Л[(Л~ - 2) + (Лз - 1)] 2 + µ(-2(Л?Лз - 1) + (Л? + Л3 - 1)2] , 
С(Л) = -l дw (Ао Л) = Л + 2µlдzl _ Л + µ(l - Л(Лз -1)) з , дА~ l• з µ д( µ 2(>.+µ) • 
- !(()!(() Л + µ Л(Лз - 1) Щf(()/(()' Лз) = 2µ2(Л + 2µ) + Л + 2µ (l - 2(Л + µ) ), 
где >. , µ - постоянные Ламе. 
Вместо функций /{-) и g{-) удобно использовать функции S(-) 
и Т( · ) 
g'(() = aS((), !{() = T'(()J Л: µ, 
где 
_ >. + µ J·' р- _ l _ Л( Лз - 1) а - Л + 2Jt \ ' \ - 2(Л + µ) ' 
для которых в (3) получены граничные условия в дифференw1-
альной и интегральной формах 
t Е L , s0 Е (О , /], 
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где 
II1 = \::, II2 = - ]~, g1(s0) = (2µa-)- 1 e-i-Y 0 (u11 ~(s0 ) + iu11 ~(s0 )], 
i . о dz( s0 ) 
92(s0) = -е-•-У -d 0 , s0 Е (О,/] а- s 
и 
II j Т'2 (т)dт - ( T(t) + j S(т)dт) = fm(s0), (12) т T'(t) 
a1t a,t 
т = 1,2, t Е L, s0 Е (О,/], 
где 
at 
произвольная точка а 1 = t(O) принята за начало и, одновременно , 
конец контура L , С1 - произвольная комплексная постоянная , 
т = 1 в случае первой граничной задачи и т = 2 в случае второй 
граничной задачи. 
Рассмотрим граничные задачи для плоскости с дефектом 
вдоль гладкой разомкнутой дуги аЬ. В случае обобщенной плос­
кой деформации назовем комп.лекснъ~ми потснчиа.лами для од­
нородного изотропного упругого тела с дефектом вдоль гладкой 
разомкнутой дуги аналитические в области с разрезом функции 
5(-) и Т(-), предельные значения которых удовлетворяют на аЬ 
условиям вида (11) или (12). Доказана 
Лемма2. Ее.ли преде.лъные значения ана.литических в раз­
резанной по дуге аЬ n.лоскости ( функчиi1 S( ·) и Т(-) удов.летво­
р.я.ют условиям вида {11) или (12), то 
1 J J d{ T(()= 27ri a-(r) {-(dr+Cт, 
аЬ тЬ 
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1 1-1 d~ 1 ! dт g(()=27Гi fJ(т) ~-(dТ+27Гi 1(т)т-(+Сg , 
аЬ тЬ аЬ 
где g'(() = aS((), 
( ±( ))2 - gt(so) - g}(so) () - +() -() Ь о [ l] а t - IIi _ JI
2 
, а t - а t -а t , t Е а , s Е О, , 
± _ ( П2 ± 0 Il1 ± 0 ) (3 (t) - 0 II1 - II/1 (s ) - II1 - II2 92 (s ) ' 
fJ(t) = fJ+(t)-/3-(t) , t Е аЬ, s0 Е (О,/], 
1±(t) = - a±a(t) (! а±(т)dт +С), 
at 
1(t) = 1+(t) -1-(t) , t Е аЬ , s0 Е (О,/) , 
С9 и Ст -· произволънъ~е ко.мплскснъ~е постояннъ~е при усло­
вии, что функции g( ·) и Т(-) ограничены на бесконечиости , 
с= т±(а). 
В случае материала Джона справедлива 
Теорема 3. Первая и вторая основиъ~е граничнъ~е задачи в 
случае обобщенной nлocкoil деформации для упругой одиородной 
изотроnио1'1 плоскости с дефектом вдоль гладкоil разомкнутоil 
дуги аЬ эквивалентны интегралъны.м уравнениям 
~ j а( т) j ..:!:f_dт = jса+(т) + а-(т))dт + 2(С - Ст) , t Е аЬ , 1Гl ~ - t 
аЬ тЬ at 
1 1-1 d~ _ 1 ! dт 
----: /З(т) -dт +----: 1(т)-- = 
1ri ~-t 1ri т-t 
аЬ тЬ аЬ 
= j (f3+ (т) + {3-(т))dТ + 1+(t) + Af-(t) - 2С9 • t Е аЬ. 
at 
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Заметим , что искомые функции нелинейно входят в инте­
гральные уравнения с логарифмическими особенностями в яд­
рах . В случае первой (второй) граничной задачи функции gt(-) 
(gi(-)) заданы на дефекте, а функции gi(-) (gt(-)) должны быть 
найдены из интегральных уравнений . Если известны функции 
gt(-), i = 1, 2, то можно найти функции 5(-) и Т(-), по которым 
определяются искомые физические величины . 
Отметим, что эквивалентные граничным задачам интеграль­
ные уравнения получены при подстановке предельных значений 
комплексных потенциалов в граничные условия . Комплексные 
потенциалы при обобщенной антиплоской деформации опреде­
ляются скачками напряжений и перемещений, а при обобщенной 
плоской деформации - компонентами тензора напряжений и век­
тора перемещений. 
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